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Editorial

Liebe Leserinnen und Leser!

Dies ist die neunundzwanzigste Ausgabe von MATHEMATIQ, dem Newsletter der
MathSIG. Die MathSIG wurde gegriindet, um die spezifischen Interessen mathe-
matisch hochbegabter Menschen zu férdern. In erster Linie soll sie sich also den
Themengebieten Mathematik, Informatik, Physik und Philosophie widmen. Beitrage
von Lesern sind herzlich willkommen. Wenn in ihnen mathematische Sonderzeichen
vorkommen, bitte ich aber, sie zwecks moglichst einfacher und fehlerfreier Forma-
tierung im TpX-Format einzusenden. Als Vorlage ist eine Fassung des jeweils aktu-
ellen Newsletters im TEX-Format auf Anfrage bei mir erhiltlich. AuBer Artikeln sind
natiirlich auch lllustrationen fiir das Titelblatt willkommen. Die Rechte an diesen
miissen aber eindeutig bei euch selbst liegen, Kopieren von Bildern aus dem Internet
ist nicht erlaubt.

Hinweis: Autoren sind fiir den Inhalt ihrer Artikel oder Werke selbst verant-
wortlich. Die in MATHEMATIQ veréffentlichten Beitriage widerspiegeln aus-
schlieBlich die Meinung ihrer Autoren und nicht jene des Vereins Mensa. Die
Zusendung von Beitragen gilt auch als Einverstindnis zu deren Veréffentli-
chung in MATHEMATIQ.

Diese Ausgabe stellt einen Wiederabdruck des Artikels “Zahlenreihen mit Compu-
tern 16sen” dar, der einmal in TOPIQ veréffentlicht worden ist. Das ist notwendig
geworden, weil die alten TOPIQ-Ausgaben auf der Mensa-Homepage nicht mehr
offentlich zuganglich sind.

In diesem Sinne: Viel SpaB beim Lesen und Lernen!

Claus D. Volko, cdvolko@gmail.com



Zahlenreihen mit Computern l6sen

In gebrauchlichen Intelligenztests, wie auch im Mensa-Aufnahmetest, kommen haufig
Zahlenreihen vor, die man vervollstandigen muss. Beispielsweise 3, 5, 8, 12 - wie
lautet die nachste Zahl? Wenn es ein Zeichen von Intelligenz ist, wenn Menschen
diese Aufgaben l6sen kénnen, stellt sich die Frage, ob es sich um eine spezifisch
menschliche Eigenschaft handelt. Oder konnen auch Computer Zahlenreihen 16sen?
Die Antwort ist: ja, sie kdnnen es, wenn sie entsprechend programmiert worden sind.
Im folgenden Artikel méchte ich zeigen, wie es geht.

Beginnen wir mit ganz kurzen Zahlenreihen, wo nur zwei Zahlen vorgegeben sind.
1, 2 - wie lautet die nichste in der Reihe? Es gibt zwei Moglichkeiten: 3 oder 4.
Vorerst mochten wir uns auf additive Zahlenreihen beschranken; in diesem Fall ware
die 3 richtig. Wenn die Zahlenreihe allgemein a, b lautet, wie kommt man dann auf
c? Man rechnet ¢ = b + (b - a) = 2b - a. Das wiére eine allgemeine Ldsungformel
fiir additive Zahlenreihen, die nur aus zwei Zahlen bestehen. Wenn wir nun drei
Zahlen haben, a, b, ¢, wie berechnen wir dann die vierte Zahl d? Beispiel: 1, 2, 3.
Nun, in diesem Fall gibt es zwei Méglichkeiten: d = ¢ 4+ (c- b) = 2c - b oder d =
c + (b - a). Beide fiihren zum selben Ergebnis. Das gilt aber nur, weil die Differenz
c - b gleich b - a ist. Was wére, wenn sie verschieden waren? Beispiel: 1, 2, 4. Da
wir davon ausgehen, dass es sich um eine additive Zahlenreihe handelt, miisste das
Ergebnis 7 lauten (2 - 1 =1, 4 - 2 = 2, also miissen wir 4 + 3 = 7 rechnen).
Symbolisch haben wir also gerechnet: d = ¢ + (c- b) + ((c¢- b) - (b-a)) = 3(c-
b) + a. Dies ist die allgemeine Formel fiir additive Zahlenreihen, die aus drei Zahlen
bestehen. Damit kdnnen wir jede Zahlenreihe dieser Art |6sen.

Fiir Zahlenreihen, die aus vier oder mehr Zahlen bestehen, lassen sich analoge For-
meln berechnen. Um das Ganze etwas anschaulicher zu gestalten, legen wir folgende
Notation fest: b* = b -a; ¢’ = c-b; usw., weiters: c* =c'-b’, d“ =d"' - c' usw. Bei
einer Zahlenreihe, die aus vier Zahlen besteht, ergibt sich dann als Losungsformel:
e=d+d +d"+d".

Wenn man einen Computer programmieren will, damit er in der Lage ist, addi-
tive Zahlenreihen selbsttdtig zu Isen, gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder man
berechnet moglichst einfache Formeln fiir Zahlenreihen aus zwei, drei, vier,... Zah-
len. Dann geniigt es, in diese Formeln einzusetzen. Das macht die Berechnung sehr
effizient. Oder man programmiert den Computer so, damit er in der Lage ist, Zah-
lenreihen zu I6sen, die aus einer beliebigen Anzahl von Zahlen bestehen. In diesem
Fall speichert man die letzte Zahl (z. B. f) ab, berechnet dann b bis f* und addiert
f' zum Ergebnis, berechnet weiters b* bis f* usw. Da man die Zahlen der aktuellen
Generation iiberschreiben kann (sobald man f zwischengespeichert hat, kann man f
mit f* tiberschreiben, danach e mit e’ usw.), entsteht kein zusitzlicher Speicherbe-
darf, doch dauert die Berechnung eben langer. Die Anzahl der Subtraktionen, die
durchgefiihrt werden miissen, betrégt (wenn n die Anzahl der vorgegebenen Zahlen
ist) n(n - 1)/2, in der Sprache der Informatiker also O(n?). Das ist nicht gerade effi-
zient, aber dafiir erlaubt dieser Ansatz, mit beliebig langen Zahlenreihen zu arbeiten.



Dieser zweite Ansatz ist aber auch hilfreich, wenn wir unser Programm erganzen
wollen, dass es auch mit Zahlenreihen zurecht kommt, die multiplikative Elemen-
te enthalten. Wenn man 1, 2, 4 als multiplikative Zahlenreihe behandelt, ist die
Losung nicht 7, sondern 8. Darauf kommt man leicht, indem man genauso wie vor-
hin verfahrt, aber nicht Differenzen, sondern Quotienten berechnet und das Ergebnis
nicht addiert, sondern multipliziert. Rein multiplikative Zahlenreihen zu |6sen, ist
also auch kein Problem. Wie 16st man aber nun 1, 3, 7 oder 1, 4, 10?7 Zunachst
sollte man den multiplikativen Ansatz versuchen. Da aber 7 nicht ohne Rest durch
3 teilbar ist (und 10 nicht durch 4), muss man additiv vorgehen. Es ergeben sich
die Differenzen 2, 4 bzw. 3, 6. Jetzt kdnnen wir multiplikativ vorgehen. Es ergibt
sich also als Lésungformel fiir die erste Reihe d = 7 + 4 * 2 = 15 und fiir die
zweite Reihe d = 10 + 6 * 2 = 22. Indem wir bei jedem Schritt zuerst den multi-
plikativen Ansatz versuchen und, wenn dieser nicht geht, additiv vorgehen, kdnnen
wir also solche gemischten Zahlenreihen I8sen. Selbstverstdndlich gilt aber Punkt-
rechnung vor Strichrechnung. Wir kdnnen nicht, wie bei rein additiven bzw. rein
multiplikativen Zahlenreihen, einfach die Differenz ¢' zu ¢ hinzuaddieren, sondern
wir miissen die Differenz c' zuerst mit dem Quotienten c* multiplizieren. Das kann
man realisieren, indem man mit einem primitiven Stack arbeitet. Man speichert in
der Variablen r1 den Wert von c zwischen, dann in r2 den Wert der Differenz c'.
Wiirde im nichsten Schritt wieder der additive Ansatz erfolgen, kénnte man den
Wert von r2 zu rl dazuaddieren und c" in r2 speichern. Da aber nun multiplikativ
vorgegangen wird, muss r2 mit ¢* multipliziert werden und erst im nachsten Schritt
r2 zu rl addiert werden.

Man sieht also, dass manches von dem, was der Mensch fiir spezifisch menschliche
Talente hielt, auch von Computern bewerkstelligt werden kann - aber es bedarf im-
mer noch eines klugen Menschen, der in der Lage ist, den Computer entsprechend
Zu programmieren.

Claus D. Volko, cdvolko@gmail.com



